MINISTERUL EDUCATIEI S| CERCETARII STIINTIFICE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN OLT

Problema 1.

Problema 2.

Problema 3.

Problema 4.

OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA - 15 FEBRUARIE 2015

Clasa a V-a

Fie x si y doua numere naturale nenule astfel incat 2015 —2013=x+Y.
Verificati daca y este patrat perfect, stiind ca:
3X+6X+9x+...+102x =3570.

Gratiela Popa, Slatina

Un numadr natural de trei cifre Impartit la rasturnatul sdu da catul 2 si restul 100, iar diferenta
dintre cifra sutelor si cifra unitatilor numarului este egald cu 4. Aflati numarul.

Mihai llie, Slatina

Fie A un numar natural care nu se divide cu 5 si B catul impartirii lui A la 5. Notam cu u(A)
ultima cifra a lui A. Aratati ca dacd u(A) <5 atunci B este numar par, iar daca u(A) >5, atunci

B este numar impar.
Gazeta Matematica nr. 10/2014

Pe o farfurie patrata, cu lungimea laturii de 25 cm, se asaza biscuiti de forma dreptunghiulara,
cu lungimea de 4 cm si latimea de 2 cm, fard a depasi marginile farfuriei. Biscuitii vin in
pachete de cate 15 buciti.
a) Aritati cd oricum am aseza biscuitii din 5 pachete, acestia nu pot acoperi complet farfuria.
b) Aratati ca daca pe farfurie se pun biscuitii din 16 pachete, exista cel putin 4 biscuiti care se
suprapun (nu neaparat complet).

Marius Perianu,Slatina

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 2 ore si 30 de minute.



MINISTERUL EDUCATIEI S| CERCETARII STIINTIFICE

INSPECTORATUL SCOLAR JUDETEAN OLT

Problema 1.

Problema 2.

Problema 3.

Problema 4.

OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA - 15 FEBRUARIE 2015

Clasa a Vl-a

abed _ 576
5

Determinati cifrele a, b, ¢, d stiind ca
Gazeta Matematica nr. 9/2014

impér‘;ind numarul natural nenul m pe rand la 7, 8 si 9 obtinem resturile 1, 4, respectiv 7, iar
impartind numarul natural nenul n pe rand la 8 si 9 obtinem resturile 5, respectiv 7.

este reductibila cu 72.

Aratati ca fractia m+ 20
n+11

Ion Neata, Slatina

Aritati cd numarul A=1+2+2%+2° +...+ 2% este divizibil cu 2015.
Daniel Cojocaru, Slatina

Se considera punctele coliniare M;,M,,M,,...,M,.. in aceasta ordine, astfel incat M;M, =2
cm, M,M;=2M,M,, M;M, =2M,M,, ..., Myy,Mygi5 =2My53M -

a) Calculati lungimea segmentului [M;M,].

b) Comparati lungimile segmentelor [M,M,,] si [M,0,M, 1.

c) Demonstrati ca pentru orice numere naturale a, b, ¢, d, cu 1<a<b<c<d <2015,
segmentele [M_M,] si [M.M,] au lungimi diferite.

Dorin Popa, Slatina

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 2 ore si 30 de minute.
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OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA - 15 FEBRUARIE 2015

Clasa a Vll-a

Problema 1. Se considera patratul ABCD in care se noteaza cu M mijlocul laturii [AB]. Fie E punctul de
intersectie al dreptelor BD si CM. Aréatati ca DM L AE.

Gratiela Popa, Slatina

Problema 2. a) Aritati ci oricare ar fi numerele reale a, b, ¢ are loc relatia |a+ bl +|a+cl>|b—c|.
b) Demonstrati cd pentru orice numar real X are loc inegalitatea:
IX +2 +|x+ 2 +|x+3 +...+|x+ 2014] > 1007>.
Gazeta Matematica nr. 11/2014

Problema 3. Se considera numarul natural n=abcd si X= \/ab, (cd) +bc,(da) +cd, (ab) + da, (bc) , unde

a, b, ¢, d sunt cifre nenule.
a) Stiind ca X este rational, determinati cea mai mare valoare posibild pe care o poate lua n.
b) Aratati ca daca x este numdr natural, atunci n are cel putin doua cifre egale.

Marius Perianu, Slatina

Problema 4. Fie triunghiul ABC si punctele D,E,F €(BC) astfel incat [AD este bisectoarea unghiului
BAC, [AE este bisectoarea unghiului BAD si [AF este bisectoarea unghiului CAD. Aritati ca:

JY=3 PR NN I
AB ' AD AC ' AD

Ion Neata, Slatina

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.
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Problema 1.

Problema 2.

Problema 3.

Problema 4.

OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA - 15 FEBRUARIE 2015

Clasa a VllI-a

a) Demonstrati ca, pentru orice numere reale X, Y, z,t are loc egalitatea:
(2 +yt)* + (xt—yz)* = (x* +y*)(2* +1°)
b) Numerele rationale pozitive a, b, ¢, d verifica simultan egalitatile:
a’+b’>=9, c®+d? =16, ac+bd =12.
a3+
c/3+d

Aratati ca numarul

este rational.
Ion Neata, Slatina

Rezolvati, In multimea numerelor intregi, ecuatia:
2x% +2y* —3x -3y +2=0.
Gazeta Matematica nr. 9/2014
Determinati numerele reale a si b care verifica egalitatea

BJa_ 2014 +Jbr201a-2-2P _o.
2

Iuliana Trascd, Scornicesti

Se considera rombul ABCD in care AB=6cm si m(«xBAD)=60°. De aceeasi parte a
planului (ABC) se ridica perpendicularele AM si CQ pe planul (ABC) astfel incit AM =9cm
si CQ=3cm.

a) Demonstrati ca planele (MBD) si (QBD) sunt perpendiculare.

b) Calculati distanta dintre dreptele BD si MQ.

) Determinati cosinusul unghiului format de planele (MBQ) si (ABC).

Dorin Popa, Slatina

NOTA. Toate subiectele sunt obligatorii. Timp de lucru: 3 ore.
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OLIMPIADA DE MATEMATICA

ETAPA LOCALA - 15 FEBRUARIE 2015

Clasa a V-a

Problema 1. Fie X si y doud numere naturale nenule astfel incat 2015 —2013=x+Y.
Verificati daca y este patrat perfect, stiind ca:
3X+6X+9x+...+102x =3570.

Gratiela Popa, Slatina
Solutie si barem de corectare

Gl R e e ) 1 4O USSR (1p)
DL USSP (2p)
Y 2 20042005 ovooreoeeeeeees oo e e eee e e e 2p)
Justificarea faptului ci y nu este patrat perfect (2014° < y < 2015° sau alt mod) ........cccceveveevercrereeeeennnne, (2p)

Problema 2. Un numar natural de trei cifre impartit la rasturnatul sau da catul 2 si restul 100, iar diferenta
dintre cifra sutelor si cifra unitatilor numarului este egala cu 4. Aflati numarul.

Mihai llie, Slatina

Solutie si barem de corectare

ADC =2-CDAFL00 ..ottt (2p)
oS [0« R e R oo OO (1p)
A=CHA =100 +100C =292 ...ttt ettt Rttt eR et eae e eenbeereenbeare s (2p)
D=0, C=2=0 @OC=092 ..ot (2p)

Problema 3. Fie A un numar natural care nu se divide cu 5 si B catul impartirii Iui A la 5. Notam cu u(A)
ultima cifra a lui A. Aratati ca daca u(A) <5 atunci B este numar par, iar daca u(A) >5, atunci

B este numar impar.
lon Voicu, Gazeta Matematica nr. 10/2014

Solutie si barem de corectare

Fie k catul impartirii lui A 1a 10; atunCi A=10K + U(A) .eoeririreieieieesee e e (2p)
Notand cu r restul impartirii lui Ala 5, rezulta A=5B+r1, re{l,2,3/4} .o (1p)
Daca u(A) <5, atunci restul impartirii lui A la 5 este u(A), deci 5B +u(A) =10k +u(A), de unde

rezultd cd B =2K , adicd B BSE PAr .....cviiiiiieiiiie e (2p)

Daca u(A)>5, atunci restul mpartirii lui A la 5 este u(A) -5, deci 5B +u(A)-5=10k +u(A), de unde
rezultd cd B=2K +1, adica B €SI IMPAI .......ceiiiiiiecicie st nresne s (2p)
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Problema 4. Pe o farfurie patrata, cu lungimea laturii de 25 cm, se agaza biscuiti de forma dreptunghiulara,
cu lungimea de 4 cm si latimea de 2 cm, fard a depasi marginile farfuriei. Biscuitii vin in
pachete de cate 15 buciti.

a) Aritati cd oricum am asgeza biscuitii din 5 pachete, acestia nu pot acoperi complet farfuria.
b) Aratati ca daca pe farfurie se pun biscuitii din 16 pachete, exista cel putin 4 biscuiti care se
suprapun (nu neaparat complet).

Marius Perianu,Slatina

Solutie si barem de corectare

a) Aria farfuriei este de 25X 25 =625 CM? ........covveveeeeeeereeeeeeeeseee e e e s e s seeseesesses e sesses e (1p)
Daci nu se suprapun, biscuitii dintr-un pachet acoperd 15x2x4 =120 CM’ .......cc.cocvrrrrrrrerrrnrenrereensennens (1p)
Rezultid ci biscuitii din 5 pachete acoperi cel mult 600 cm?, deci nu acopera complet farfuria ............... (1p)
b) Biscuitii din 16 pachete acopera o suprafatd de 1920 CM? .........ccovvereierneereisinieseessessesses s (2p)

Asezand biscuitii pe cel mult 3 ,,straturi”, acestia ar trebui sa acopere de cel mult trei ori suprafata
farfuriei, adicd 3x625=1875cm? <1920 cm?, deci exista cel putin 4 biscuiti care se suprapun .............. (2p)
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
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Clasa a Vl-a

bcd

Problema 1. Determinati cifrele a, b, ¢, d stiind ca 2625 =1,0a6.

Costel Anghel, Gazeta Matematica nr. 9/2014
Solutie si barem de corectare

Din enunt rezultd 8-abcd =69 2106 vveoeeeeeeee et ettt (3p)
TR R S =X ) SO (1p)
Pentru a=1 rezulti abcd =8763, deci a este simultan 1 $18,absurd .....ccoeeiiii (1p)
Pentru a=>5 rezultad abcd =9108, deci a este simultan 5 $19,absurd .....cccoveiiie (1p)
Pentru a=9 rezultd abcd = 9453, care convine, deci a=9,b=4,¢=5,d =3 ....cccooccermrrcrrerrcrrrrrcerrrrrens (1p)

Problema 2. impér‘;ind numarul natural nenul m pe rand la 7, 8 si 9 obtinem resturile 1, 4, respectiv 7, iar
impartind numarul natural nenul n pe rand la 8 si 9 obtinem resturile 5, respectiv 7.

. . m+2 .
Aratati ca fractia +20 este reductibila cu 72.

n+11

Ion Neata, Slatina
Solutie si barem de corectare
m=7c,+1, m=8c,+4, m=9¢,+7,unde C,C,,C; €N ...cociiiiiiiiiiiiiiii (1p)
TIM+20, 8] M+A20, I MA20 ittt bbbt (1p)
[7,8,9]| m+20=504| m+ 20, deci numaratorul se divide Cu 72 .....c..ccevivrirererrriereseere e (1p)
N=8d,+5, N=9d, +7,unde d,,d, €N ..o (1p)
Tt O I I Tt TSR (1p)
[8,9]|n+11= 72| n+11, deci si numaratorul se divide Cl 72 .....ccccvriieriiiiiieir e (1p)
Ca urmare, fractia nr:j:lzf €Ste TedUCHIDIIA CU 72 ..o (1p)

Problema 3. Aritati cd numarul A=1+2+2+2°+...4+ 2% este divizibil cu 2015.
Daniel Cojocaru, Slatina

Solutie si barem de corectare

Cum 2015=5-13-31, vom arata ca A este divizibil cu fiecare din numerele 5, 13, 31 .......ccocvviriniiennne (1p)
Cum A are 2040 de termeni, ei se pot grupa cate 4, deoarece 4|2040; rezulta

A=1+2+22+2)+2°A+2+ 2 +2%) +... 421+ 2+ 22 +2%)
si,cum 1+2+2%+2° =15=5-3, 1eZUltd CA 5| A oioirerieieiesce e (2p)
Grupand termenii cate 5 (este posibil, deoarece 5|2040) , rezulta
A=(1+2+22+22 424+ 2°A+2+ 22+ 22+ 2) +...+ 21+ 2+ 27 + 22 + 29)
si,cum 1+2+2° +2° +2% =31, 1ezultd 8 3L A oooieeicceeee e (2p)
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Grupand termenii cate 12 (la fel, este posibil, deoarece 12|2040) , rezultd
A=(1+2+22+. . +2")+ 221+ 2+ 2%+ 42" +.. 4281+ 2+ 2% ...+ 2"
si,cum 1+2+2° +...+ 2" =4095=13-315, rezultd ci 31| A ..oceovirereereieee e (2p)

Problema 4. Se considera punctele coliniare M,,M,,M,,..., M, in aceastd ordine, astfel incat M;M, =2
cm, MzMs :2M1M2’ M3M4 :2M2M39 R M2014M2015 :2M2013M2014'
a) Calculati lungimea segmentului [M; M, ].
b) Comparati lungimile segmentelor [M;M,,] si [M,,,M.00]-
¢) Demonstrati cd pentru orice numere naturale @, b, ¢, d, cu 1<a<b<c<d<2015,
segmentele [M,M,] si [M_M,] au lungimi diferite.
Dorin Popa, Slatina

Solutie si barem de corectare

a) M,M, =22 M M, = 2%, M, Moie = 27 st (1p)
MM 00 = 2% 2 R (1p)
D) M50Mags = 200 = 2% e (1p)
270 —2< 2% =270 =5 MM 00 < MygoMigy coveemeineineieieiiesse s (1p)
¢) Presupunand ci existd numerele naturale a, b, ¢, d, cu 1<a<b<c<d <2015 astfel incat

MM, =M M, 1ezultd 2° —2% =2 —2° .ot (1p)

Impartind prin 2° rezultd 2°® —1=2"2—-2°? imposibil, deoarece membrul stang este un numar impar,
iar membrul drept este numar par, deci presupunerea facuta este falsd ...........ccccceviiiiiiiniicne (2p)
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Clasa a Vll-a

Problema 1. Se considera patratul ABCD in care se noteaza cu M mijlocul laturii [AB]. Fie E punctul de
intersectie al dreptelor BD si CM. Aritati ca DM L AE.
Gratiela Popa, Slatina
Solutie si barem de corectare

E este centrul de greutate al triunghiului ABC ..ot (2p)
Notand {N}= AE N BC, rezulta ca N este mijlocul ui [BC] ......cccocoiiirniiiiiiiiieie s (2p)
ABAN = AADM = <BAN = ADM ..ottt sttt n st en s (2p)
Cum m(<xADM) + m(xxDAE) =90°, rezultd cd DM L AE .......ccoiiiiiiiss (1p)

Problema 2. a) Aritati ci oricare ar fi numerele reale a, b, ¢ are loc relatia |a+bl+la+cl>|b—c|.
b) Demonstrati ca pentru orice numar real x are loc inegalitatea:
IX+1 +x+ 2| +[x+3|+...+[x+ 2014/ >1007>.
Liliana Put, Gazeta Matematicd nr. 11/2014
Solutie si barem de corectare
a) Sestie ca | X+ Y| <|X|+]| Y], PENIUOFICE X, Y € R oo (1p)
Atunci | x=y|=|X+(Y) | L|x|+|-Y|=|X]|+]| Y|, de unde, pentru x=a+b, y=a-+c, se obtine

relatia [a+bl+]a+Cl =D —Cl din NUNE ..vvovevcicrcecce ettt (2p)
b) Pentru orice k {1,2,...,1007}, conform relatiei de la @), rezultd |x +k|+|x +k +1007| >1007 ............ (2p)
Adunand aceste relatii pentru k €{1,2,...,1007} se obtine inegalitatea din enung ..........c.ccceecvevveriveceerinrnnns (2p)

Problema 3. Se considera numarul natural n=abcd si X = \/ab, (cd) +bc,(da) +cd, (ab) +da, (bc) , unde
a, b, ¢, d sunt cifre nenule.
a) Stiind ca x este rational, determinati cea mai mare valoare posibila pe care o poate lua n.
b) Aratati ca daca X este numar natural, atunci n are cel putin doua cifre egale.
Marius Perianu, Slatina
Solutie si barem de corectare

a) ab, (cd) +bc, (da) + cd, (ab) + da, (bc) = 1°°(a+g+c+d) ................................................................... 3p)

. 10 . . . .
Atunci x= 3 Ja+b+c+d , deci x este rational daci si numai daci a+b+c+d este patrat perfect ... (1p)
Dintre cifrele a, b, ¢, d, cel mult una poate fi egala cu 9, deci a+b+c+d {4,9,16,25}, iar valoarea

maxima a lui n se obtine pentru a+b+C+d =25 §1 €St 9871 ..oviviiiiiiii (1p)
b) Daca x este natural, atuNCi @+D+C+ 0 =9 ..o (1p)
Presupunand ca a, b, ¢, d sunt diferite, ar rezulta cd a+b+c+d>1+2+3+4=10, absurd ................... (1p)
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Problema 4. Fie triunghiul ABC si punctele D,E,F €(BC) astfel incat [AD este bisectoarea unghiului
BAC, [AE este bisectoarea unghiului BAD si [AF este bisectoarea unghiului CAD. Aratati ca:

PN B Y= (R
AB AD AC AD
lon Neata, Slatina

Solutie si barem de corectare
EB_AB_ EB+ED _AB+AD AD-BD

(AE este bisectoare in AABD = —= = SED=——— . (2p)
ED AD ED AD AB + AD
. . AD-CD
Analog, (AF este bisectoare in AACD, de unde FD =————— ... (1p)
AC + AD
Aplicand acum teorema bisectoarei in triunghiul AEF, rezulta — AE _DE M DB (2p)
AF DF AB+AD DC
DB AB .
Cum — =——, rezulta:
DC AC
1 1
AE M AB_ M , de unde AE-(i+ij=AF« i+ij ................................ (2p)
AF AB+AD AC i+ 1 AB AD AC AD

AB AD
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OLIMPIADA DE MATEMATICA
ETAPA LOCALA - 15 FEBRUARIE 2015
Clasa a Vlll-a

Problema 1. a) Demonstrati ca, pentru orice numere reale x,Y,z,t are loc egalitatea:
(X2 + yt)? +(xt —yz)* = (X* + y*)(2* +1t*)
b) Numerele rationale pozitive a, b, ¢, d verifica simultan egalitatile:

a?+b?=9, c?+d* =16, ac+bd =12.
ardtati ca numarud 2372 oste ragional
ratati cd numaru ard este rational. Jon Nead, Slatina
Solutie si barem de corectare
YIRS SN oY (I L=t - RSOSSN (2p)
b) Din relaia de la a) rezulti (ad —bc)? =0, de unde ad =bc sau % :% ................................................ 2p)
av3+b b(Z.ﬁJrlj
Atunci = =—, care este NUMAT FafioNal ..........cceveveeiieieieere e sre e (3p)

cN3+d d(g'ﬁ”j

Problema 2. Rezolvati, in multimea numerelor intregi, ecuatia:
2x% +2y*—3x—-3y+2=0.

Constantin Apostol, Gazeta Matematica nr. 9/2014
Solutie si barem de corectare

Inmultind cu 2, egalitatea din enunt se scrie echivalent (X—3)% +(y—3)? +3x*> +3y? =14 ...c.cccceevvrrrenne. (3p)
Atunci 3x* <14, de unde | x| <2, adicd X€{=2,—L0,L,2} .oisroirririerrerereeieeeseeeee e, (2p)
Verificand fiecare caz in parte, se obtine o singura solutie, si anume X=Y =1 .......cccecceririririninrienrns (2p)

Problema 3. Determinati numerele reale a si b care verifica egalitatea

\E-«/a—2014+\/b+2014—2—a7+b=0.

luliana Trasca, Scornicesti
Solutie si barem de corectare

Folosind inegalitatea mediilor, avem:

\E-\/a—2014=\/3-(a—2014)33+a;2014=a_§011 ........................................................................ (1p)
Jb+2014 = \[I-(b+ 2014) < 1P ;2014 _b+ 2015 ............................................................................... (1p)
Atunci «/3-va— 2014 + b+ 2014 < 2= 2011; b+2015_,, azb ...................................................... (1p)

Relatia din enunt corespunde situatiilor de egalitate din inegalitatile de mai sus, deci a—2014=3 si
b+2014=1,deunde a=2017 $i D=-2013 .. ..ot s (1p)
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Problema 4. Se considera rombul ABCD in care AB=6cm si m(«xBAD)=60°. De aceeasi parte a
planului (ABC) se ridica perpendicularele AM si CQ pe planul (ABC) astfel incat AM =9cm
si CQ=3cm.

a) Demonstrati ca planele (MBD) si (QBD) sunt perpendiculare.
b) Calculati distanta dintre dreptele BD si MQ.
¢) Determinati cosinusul unghiului format de planele (MBQ) si (ABC).
Dorin Popa, Slatina

Solutie si barem de corectare

a) M(=XMOA) =60°, M(LQOC) =30 ..ottt rb et r ettt b bbb nn e (1p)
Masura unghiului plan corespunzator diedrului este m(<xMOQ) =90°, deci (MBD) L (QBD) ................ (1p)
b) Fie {O}=AC nBD; construind OP 1 MQ se arata ca d(BD,MQ)=0P ......cccceorrriririererererieens (1p)
OP =3B M ettt ettt ettt st e et (1p)
c) Proiectia triunghiului MBQ pe planul ABC este triunghiul ABC ..........coeiiiiiiiineneieiesescse e (1p)
Avria triunghiului ABC este 93 cm?, iar aria triunghiului BMQ este 36 CM? ......co.oveeveeeeeeeeeeeee e, (1p)

Notand a =(MBQ),(ABC), avem S,z = Sypo - COSa, de UNAE COSA = —— oo, (1p)
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